QUINTA CONFERENCIA 
LA TEORIA DE LA CONTINUIDAD 


La teoría de la continuidad, de la que nos ocuparemos en la 
presente conferencia, es, en la mayoría de sus perfecciona- 
mientos y desarrollo, un tema puramente matemático; muy 
hermoso, muy importante y muy encantador, pero, estric- 
tamente hablando, no es una parte de la filosofía. Sólo la 
base lógica de la teoría pertenece a la filosofía y únicamente 
ella nos ocupará esta noche. La vía por la que el problema 
de la continuidad ingresa en la filosofía es, hablando en for- 
ma general, la que sigue: los maternáticos tratan el espacio 
y el tiempo como si constaran de puntos e instantes; pero 
también tiene una propiedad, más fácil de sentir que de de- 
finir, que llamamos continuidad, y muchos filósofos pien- 
san que la continuidad se destruye cuando el espacio y el 
tiempo se reducen a puntos e instantes. Zenón, como vere- 
mos, demuestra que ese análisis en puntos e instantes es im- 
posible si nos adherimos a la opinión de que el número de 

untos o instantes en un espacio o tiempo finitos debe ser 
Énito. Los filósofos posteriores, al creer que el número infi- 
nito era contradictorio consigo mismo, habían hallado aquí 
una antinomia: espacios y tiempos no podrían constar de 
un número finito de puntos e instantes, por las mismas ra- 
zones que las de Zenón no podrían constar de un número 
infinito de puntos e instantes porque se suponía que los nú- 
meros infinitos eran contradictorios consigo mismos. Por lo 
tanto, los espacios y los tiempos, si eran en efecto reales, no 
debían ser considerados como compuestos de puntos e ins- 
tantes. 

Pero aun cuando los puntos y los instantes, como enti- 
dades independientes, sean descartados, como lo fueron por 
la teoría defendida en nuestra última conferencia, los pro- 
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blemas de continuidad, como trataré de demostrarlo ahora, 
permanecen en una forma prácticamente inmutable. Por lo 
tanto, para comenzar, admitamos puntos e instantes, y con- 
sideremos los problemas en relación con esta hipótesis más 
simple o por lo menos más familiar. 

El argumento contra la continuidad, en tanto que descan- 
sa sobre supuestas dificultades de números infinitos, ha sido 
adaptado por la teoría positivista del infinito, que será exa- 
minada en la séptima conferencia. Pero allí persiste un sen- 
timiento —de la índole del que condujo a ento al argu- 
mento de que la flecha en su vuelo está en reposo— que su- 
giere que los puntos y los instantes, aunque sean infinita- 
mente numerosos, sólo pueden dar un movimiento por sal- 
tos, una sucesión de inmovilidades distintas, no las suaves 
transiciones con las que los sentidos nos han familiarizado. 
Este sentimiento es debido, creo, al fracaso para comprender 
imaginativamente, así como en abstracto, la e de 
las series continuas como aparecen en matemáticas. Cuando 
una teoría ha sido aprehendida lógicamente, hay a menudo 
una labor larga y seria requerida todavía para sentirla: es 
necesario divulgaria, sacar de la mente, una por una, las 
sugestiones mal encaminadas de las teorías falsas pero más 
familiares, para adquirir la índole de intimidad que, en el 
caso de un lenguaje extranjero, nos permitiría pensar y so- 
ñar en él, no meramente construir laboriosas oraciones con 
la ayuda de la gramática y el diccionario. Es, creo, la ausen- 
cia de esta clase de intimidad lo que hace que muchos filó- 
sofos consideren la doctrina matemática de la continuidad 
como una explicación inadecuada en la continuidad que 
experimentamos en el mundo sensible, 

En la presente conferencia, trataré primero de esbozar lo 
que es la teoría matemática de la continuidad en sus esen- 
cias filosóficamente importantes. Para comenzar, la aplica- 
ción al espacio y al tiempo reales no estará en debate. No 
veo ninguna razón para suponer que los puntos y los ins- 
tantes que los matemáticos introducen al tratar el espacio y 
el tiempo son entidades reales existentes físicamente, pero 
veo razón para suponer que la continuidad del espacio 
y el tiempo reales pueda ser más o menos análoga a la conti- 
nuidad matemática. La teoría de la continuidad matemática 
es una teoría lógica abstracta, que no depende para su vali- 
dez de ninguna propiedad del espacio y el tiempo reales. 
Lo que ella reclama es que, una vez comprendida, ciertas 


110 


características de espacio y tiempo, previamente muv difí- 
ciles de analizar, ya no presenten ninguna dificultad lógica. 
Lo que sabemos empíricamente sobre el espacio y el tiempo 
es insuficiente para capacitarnos para decidir entre varias 
alternativas matemáticas posibles, pero estas alternativas son 
todas completamente inteligibles y completamente adecua- 
das a los hechos observados. Por el momento, sin embargo, 
será mejor olvidar el espacio, el tiempo y la continuidad del 
cambio sensible, para volver a estos temas equipados con las 
armas proporcionadas por la teoría abstracta de la continui- 
dad. 

La continuidad, en matemáticas, es una propiedad sólo pe 
sible a una sucesión de elementos, es decir, a elementos dis- 
puestos en un orden, de tal modo que podemos decir de dos 
cualesquiera, que uno viene antes que el otro. Los números 
en orden de magnitudes, los puntos sobre una línea de 
izquierda a derecha, los momentos de tiempo de más :em- 

rano a más tarde, son ejemplos de sucesiones. La noción 
de orden, que aquí se introduce, no es requerida en la teoría 
de los números cardinales. Es posible saber que dos con- 
juntos tienen el mismo número de términos, sín conocer 
el orden en el que deben tomarse. Tenemos un ejemplo de 
esto en un caso tal como los maridos ingleses y las esposas 
inglesas: podemos ver que debe haber el mismo número de 
maridos que de esposas, sin tener que disponerlos en una su- 
cesión. Pero la continuidad, que vamos a considerar, es 
esencialmente una propiedad de un orden: no pertenece a 
un grupo de elementos en sí mismos, sino sólo a un con- 
junto de cierto orden. Un conjunto de elementos que pue- 
den estar dispuestos en un orden pueden estar colocados 
en otros órdenes, y un grupo de elementos que pueden es- 
tar también siempre colocados en un orden continuo pue- 
den siempre estar distribuidos en órdenes que no son con- 
tinuos. Así, la esencia de la continuidad no debe ser buscada 
en la naturaleza del grupo de elementos, sino en la natura- 
leza de sus colocaciones en una sucesión. 

Los matemáticos han distinguido diferentes grados de 
continuidad, y han limitado la palabra “continuo”, para pro- 
pósitos técnicos, a sucesiones que tengan un cierto grado 
elevado de continuidad. Pero, para los propósitos filosófi- 
cos, todo lo que es importante en la continuidad es introdu- 
cido por el más bajo grado de continuidad, lo que es llama- 
do “densidad”. Una sucesión es llamada “densa” cuando no 
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hay dos elementos consecutivos, sino que entre dos cuales- 
quiera hay otros. Uno de los más simples ejemplos de una 
sucesión densa es la sucesión de fracciones en orden de 
magnitud. Dadas dos fracciones cualesquiera, aunque es- 
tén muy juntas, hay otras fracciones más grandes que una 
y más pequeñas que la otra, y por lo tanto no hay dos frac- 
ciones consecutivas. No hay fracción, por ejemplo, que esté 
inmediatamente después de Y4: si elegimos alguna frac- 
ción que sea muy poco más grande que Ys, digamos 51/,pp, 
podemos encontrar otras, tal como 101/2090, que está más cer- 
ca de lo. De este modo, entre dos fracciones cualesquiera, 
por muy poco que ellas difieran, hay un infinito número 
de otras fracciones. El espacio y el tiempo matemáticos, tam- 
bién tienen sus psi de densidad, aunque si el espa- 
cio y el tiempo reales la tienen, es una cuestión adicional, 
que oa de la evidencia empírica y probablemente in- 
capaz de ser respondida con certeza. 

n el caso de los entes abstractos tales como fracciones, 
quizá no es muy difícil darse cuenta de la posibilidad lógi- 
ca de que formen un conjunto denso. Las dificultades que 
podrían sentirse son las del infinito, porque en una serie 
densa el número de los términos entre cualesquiera de dos 
términos dados debe ser infinito. Pero cuando se han salva- 
do estas dificultades, la mera densidad en sí misma no ofre- 
ce gran obstáculo a la imaginación. En casos más concretos, 
sin embargo, tales como el movimiento, la densidad se con- 
vierte en mucho más incompatible con nuestros hábitos 
mentales, Por lo tanto, será preferible considerar explíci- 
tamente las explicaciones matemáticas del movimiento, con 
el propósito de hacer sentir su posibilidad lógica. La expli- 
cación matemática del movimiento será quizá artificialmen- 
te simplificada cuando se considera que sólo describe lo que 
realmente ocurre en el mundo físico; pero lo que realmente 
ocurre debe ser capaz, por una cierta cantidad de elabora- 
ción lógica, de ser llevado dentro de la perspectiva de la 
explicación matemática, debe, en su análisis, originar 
exactamente poema tales como los originados en su for- 
ma más simple por esta explicación. Por lo tanto, descuidan- 
do por el momento la cuestión de su adecuación física, dedi 
quémonos meramente a la consideración de su posibilidad 
como un planteamiento formal de la naturaleza del movi- 
miento. 

Para simplicar nuestro problema tanto como sea posible, 
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imaginemos un minúsculo punto luminoso moviéndose a 
lo largo de una regla graduada. ¿Qué queremos expresar al 
decir que el movimiento es continuo? No es necesario para 
nuestro propósito considerar la totalidad de lo que el mate- 
mático da a entender con este enunciado: sólo parte de lo 
qn se propone es filosóficamente importante. Una parte 
e lo que quiere decir es que, si consideramos dos posiciones 
cualesquiera del punto luminoso ocupadas en dos instantes 
cualesquiera, habrá otras posiciones intermedias ocupadas 
en instantes intermedios. Por muy cercanas que tomemos 
las dos posiciones, el punto luminoso no saltará súbitamen- 
te de la una a la otra, sino que pasará en el camino a través 
de un infinito número de posiciones. Cada distancia, aun- 
que pequeña, es recorrida pasando a través de toda la serie 
infinita de posiciones entre los dos términos de la distancia. 

Pero, en este punto, la imaginación sugiere que podemos 
describir la continuidad del movimiento diciendo que el 
punto luminoso siempre pasa de una posición en un instante 
a la próxima posición en el instante próximo. Tan pronto 
como decimos esto o lo imaginamos, caemos en el error, por- 
que no hay punto próximo ni instante próximo. Si los hu 
biera, encontraríamos las paradojas de Zenón, en alguna 
forma, inevitables, como aparecerá en nuestra próxima con- 
ferencia. Una simple paradoja puede servir como ilustración. 
Si nuestro punto luminoso está en movimiento a lo largo 
de la regla graduada durante la totalidad de cierto tiempo, 
no puede estar en el mismo punto en dos instantes conse- 
cutivos. Pero no puede, de un instante al próximo, ir más 
allá que de un punto al próximo, porque si lo hiciera, no 
habría instante en el que estuviera en las posiciones inter- 
medias entre aquella del primer instante y aquella del pró- 
ximo, y estaríamos de acuerdo con que la continuidad del 
movimiento excluye la posibilidad de tales saltos súbitos, Se 
sigue que nuestro punto luminoso debe, en tanto se mue 
va, pasar de un punto en un instante al próximo punto en 
el próximo instante. De este modo habrá exactamente una 
velocidad perfectamente definida con la que todos los mo- 
vimientos deben realizarse: ningún movimiento puede ser 
ni más rápido que éste, ni más lento. Puesto que esta con- 
clusión es falsa, debemos rechazar la hipótesis sobre la 
que está basada, a saber, que hay puntos e instantes conse- 
cutivos %. En consecuencia, no se debe suponer que la con- 
tinuidad del movimiento consiste en el movimiento de un 
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cuerpo que ocupa posiciones consecutivas en momentos con- 

secutivos. 

La dificultad para la imaginación está principalmente, 
creo, en eliminar la sugestión de distancias y tiempos infi- 
nitesimales. Supongamos que dividimos una distancia dada, 
y luego dividimos la mitad, y así sucesivamente, podemos 
continuar el proceso tanto como queramos, y, cuanto más 
lo continuemos, más pequeñas serán las distancias resultan- 
tes. Esta divisibilidad infinita parece, a primera vista, im- 
plicar que hay distancias infinitesimales, es decir, distancias 
tan pequeñas que cualquier fracción finita de una pulgada 
será más grande. Ésto, sin embargo, es un error. La conti- 
nua bisección de nuestra distancia, aunque nos dé conti- 
nuamente distancias más pequeñas, nos de siempre distan- 
cias finitas. Si nuestra distancia original era una pulgada, 
alcanzamos sucesivamente media pulgada, un cuarto de 
pulgada, un octavo, un dieciseisavo y así sucesivamente; pe- 
ro cada distancia de esta sucesión infinita de distancias e 
crecientes es finita. “Pero”, puede objetarse, “al final la 
distancia se volverá infinitesimal”. No, porque no hay fi- 
nal. El proceso de bisección puede, teóricamente, conti- 
nuar para siempre, sin que ningún término final sea alcan: 
zado, De este modo, la divisibilidad infinita de las distancias, 
que debe ser admitida, no implica que haya distancias tan 
pequeñas que cualquier distancia finita sea más grande. 

Es fácil, en esta clase de problema, caer en un error de 
lógica elemental. Dada cualquier distancia finita, podemos 
hallar distancias menores; esto puede ser expresado en la 
forma ambigua “hay una distancia más pequeña que cual- 
quier distancia .finita". Pero si esto se interpreta como que 
: tn decir “hay una distancia tal que, cualquiera sea la 
distancia finita que pueda ser elegida, la distancia en cues 
tión es más pequeña”, entonces el planteamiento es falso. 
El lenguaje común está mal adaptado para expresar mate- 
rias de esta indole, y los filósofos que han estado dependien- 
de de él, frecuentemente se han desviado. 

En un movimiento continuo, entonces, diremos que en 
cada instante dado el cuerpo móvil ocupa cierta posición, 
y en Otros instantes ocupa otras posiciones; el intervalo 
entre dos instantes cualesquiera y entre dos posiciones cua- 
Jesquiera, es siempre finito, pero la continuidad del movi- 
miento se muestra en el hecho de que, por muy cercanos 
que tomemos las dos posiciones y los dos instantes, hay un 
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número infinito de posiciones todavía más cercanas, que 
están ocupadas en instantes que también están aún más e 
tos. El cuerpo móvil nunca salta de una posición a otra, 1 
que siempre pasa por una transición gradual a través de 
un número infinito de intermediarios. En un instante dado, 
está donde está, como la flecha de Zenón 2; pero no pedo 
mos decir que está en reposo en ese instante, puesto que € 
instante no dura un tiempo finito, y no hay un comienzo 
y un fin del instante con un intervalo entre ellos. El reposo 
consiste en estar en la misma posición en todos los instan- 
tes a lo largo de un cierto periodo finito, aunque corto: sal 
consiste simplemente en un cuerpo que está donde está en 
un instante dado. La totalidad de esta teoría, como €s obvio, 
depende de la naturaleza del conjunto denso, y exige, para 
su total comprensión, que el conjunto denso se haya conver- 
tido en familiar y fácil para la imaginación tanto como pa- 
ra el pensamiento deliberativo. y 

Lo que se requiere puede ser expresado en np E 
temático diciendo que la posición de un cuerpo móvil de- 
be ser una función continua del tiempo. Para definir con 
exactitud lo que esto quiere decir, procedemos como su 
Consideremos una partícula que, en el momento f, est 


P P P Q 


p P . 


en el punto P. Elijamos ahora cualquier porción pequeña 
P, P, de la travectoria de la partícula, siendo esta porción 
una que contenga P. Decimos entonces que, si el pd 
to de la partícula es continuo en el tiempo t, debe ser posible 
encontrar dos instantes f,, !., uno anterior a t y otro posterior, 
tal que a lo largo de la totalidad del tiempo desde t, a to, 
Cambos incluidos), la partícula se ubica entre P, y de Y 
decimos que esto aún debe darse por muy pequeña ue aga- 
mos la porción P, P.. Cuando es así, decimos que el movi- 
miento es continuo en el tiempo t; y cuando el movimiento 
es continuo en todos los tiempos, decimos que el movimiento 
como un todo es continuo. Es obvio que si la partícula fuera 
a saltar súbitamente de P a algún otro punto Q, nuestra 
definición fallaría para todos los intervalos P, P. que fue- 
ran demasiado pequeños para incluir a Q. En consecuencia, 
nuestra definición proporciona un análisis de la continui- 
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dad del movimiento, mientras admitamos puntos e instantes 
y neguemos distancias en el espacio o períodos en el tiempo, 
infinitesimales, 

Los filósofos, en su mayor parte en el desconocimiento 
del análisis matemático, han a optado otros y más heroicos 
métodos de tratar las dificultades prima facie del movimien- 
to continuo. Bergson proporciona un ejemplo típico y re- 
ciente de teorías filosóficas del movimiento; sus opiniones 
sobre este asunto las he examinado en otra parte 2, 

Fuera de los argumentos precisos, hay ciertos sentimien- 
tos, más bien que razones, que cierran el paso a una acep- 
tación de la explicación matemática del movimiento. Para 
comenzar, si un cuerpo se está moviendo con rapidez, ve- 
mos su moviraiento exactamente como vemos su color. Un 
movimiento ¡ento, como el de la manecilla horaria de un 
reloj, se conoce sólo en la forma en que los matemáticos 
nos enseñarían a esperar, o sea, por la observación de un 
cambio de posición después de un lapso; pero, cuando ob- 
servamos el movimiento del minutero, no vemos meramente 
primero una posición y luego otra, vemos algo tan directa- 
mez:e sensible como el color. ¿Qué es este algo que vemos, 
y que llamamos movimiento visible? Sea lo que fuere, no 
es la sucesiva ocupación de sucesivas posiciones: algo más 
allá de la teoría matemática del movimiento se requiere 
para explicarlo. Los oponentes de la teoría matemática acen- 
túan este hecho. “Vuestra teoría” dicen, “puede ser muv ló- 
gica, y podrá aplicarse admirablemente a dia otro mundo; 
pero en este mundo real, los movimientos reales son comple- 
tamente diferentes de lo que vuestra teoría declararía que 
son, y requiere, por lo tanto, alguna filosofía diferente de la 
vuestra para su explicación adecuada.” 

No quisiera menospreciar la objeción así presentada, pe- 
ro creo que puede ser totalmente respondida sin apartarse 
de los métodos y la perspectiva que ha conducido a la teo- 
ría matemática del movimiento. Por lo tanto, tratemos  pri- 
mero de formular la objeción en forma más cabal. 

Si la teoría matemática es adecuada, nada sucede cuando 
un Cuerpo se mueve excepto que está en lugares diferen- 
tes en tiempos diferentes. Pero en este sentido la manecilla 
horaria y el segundero están igualmente en movimiento, sin 
embargo en el segundero hay algo perceptible a nuestros 
sentidos que está ausente en la horaria. Podemos ver, a cada 
momento, que el segundero se está moviendo, lo que es dis- 
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tinto de verlo primero en un lugar y luego en otro. Estu 
parece incluir que lo vemos simultáneamente en varios lu- 
gares, aunque debe también incluir que vemos que está en 
alguno de estos lugares antes que en otros. Si, por ejemplo, 
muevo mi mano rápidamente de izquierda a derecha, 
a ustedes les parece ver la totalidad del movimiento de una 
sola vez, pese al hecho de que ustedes saben que comienza 
a la izquierda y termina a la derecha. Esta clase de consi- 
deración, creo, es lo que conduce a Bergson y a muchos otros 
a juzgar un movimiento como un nodo realmente indivisi- 
ble, no la serie de estados separados que imagina el matemá- 
tico. 

Para esta objeción hay tres respuestas suplementarias: 
la fisiológica, la psicológica y la lógica. Las consideraremos 
sucesivamente. 

1) La respuesta fisiológica muestra meramente que, si el 
mundo físico es lo que supone el matemático, su aparien- 
cia sensible puede, Ja pesar de eso, esperar ser lo que es. 
De este modo, el propósito de esta respuesta es modesta- 
mente mostrar que la explicación matemática no es imposi- 
ble si se aplica al mundo físico; ni siquiera intenta mostrar 
que esta explicación es necesaria, o que una explicación aná- 
loga se aplica en psicología. 

Cuando algún nervio es estimulado, a fin de causar una 
sensación, la sensación no cesa instantáneamente con la ce- 
sación del estímulo, sino que desaparece gradualmente en 
un breve tiempo finito. Un destello de luz, breve como es 
a nuestra vista, es más breve aún como fenómeno físico: 
continuamos viéndolo por unos pocos momentos después 
que las ondas luminosas han cesado de impresionar el 
ojo. De este modo, en el caso de un movimiento físico, si 
es suficientemente rápido, veremos realmente en un ins 
tante el cuerpo móvil a lo largo de una porción finita de su 
recorrido, y no sólo en el sitio exacto donde está en aquel 
instante. Las sensaciones, sin embargo, así que se desvane- 
cen, se debilitan gradualmente; de este cda, la sensación 
debida a un estímulo que ha pasado hace poco, no es exac- 
tamente como la sensación debida a un estímulo presente. 
Se sigue de esto que, cuando vemos un movimiento rápido, 
veremos no sólo un número de posiciones del cuerpo mó- 
vil simultáneamente, sino que las veremos con diferentes 
grados de intensidad: la posición presente más vívidamen- 
te, y las otras con vivacidad decreciente, hasta que la sensa- 
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ción se desvanece en la memoria inmediata. Este estado de 
cosas explica por completo la percepción del movimiento, 
Un movimiento es percibido, no meramente inferido, cuan- 
do es suficientemente rápido como para que muchas posi- 
ciones sean percibidas Al mismo tiempo; y la percepción 
anterior y la posterior de un movimiento se distinguen por 
la menor y mayor fuerza de las sensaciones. 

Esta respuesta muestra que la fisiología puede explicar 
nuestra percepción del movimiento. Pero la fisiología, ha- 
blando de estímulos y órganos sensoriales y movimiento fí- 
sico distinto del objeto inmediato de los sentidos, está supo- 
niendo la verdad de la física, y de este modo sólo es capaz 
de mostrar que la explicación física es posible, no de mos: 
trar que es necesaria. Esta consideración nos lleva a la res- 
puesta psicológica. 

(2) La respuesta psicológica a nuestra dificultad sobre 
el movimiento, es parte de una vasta teoría, todavía no con- 
cluida, y sólo capaz, por el momento, de ser vagamente es- 
bozada. Hemos considerado esta teoría en las conferencias 
tercera y cuarta; por el momento bastará un simple esquema 
de su aplicación a nuestro problema presente. El mundo de 
la física, que era supuesto en la respuesta fisiológica, es 
evidentemente delocido a partir de lo dado en la sensación, 
empero, tan pronto como consideramos con seriedad lo 
qe realmente se da en las sensaciones, lo encontramos muy 

iferente en apariencia, del mundo de la física. La cuestión 
se nos qa así: ¿Es válida la inducción de la física a 
partir de los sentidos? Creo que la respuesta debe ser afir- 
mativa, por las razones que he sugerido en las conferencias 
tercera y cuarta; e la respuesta no puede ser ni breve ni 
fácil. Consiste, hablando en general, en mostrar que, a pesar 
de que las partículas, los puntos y los instantes con los que 
la física opera, no son dados por la experiencia, y no hay 
mucha posibilidad que realmente sean cosas existen- 
tes, con todo, fuera de los materiales proporcionados por la 
sensación; junto con otros casos individuales estructural- 
mente similares a estos materiales, es posible hacer cons- 
trucciones lógicas que tengan las propiedades matemáticas 
que la física señala a las partículas, puntos e instantes. Si se 
pue hacer esto, entonces todas le proposiciones de la 
ísica se pueden traducir, por una suerte de diccionario, en 
prepincienes sobre las clases de objetos que son dados en 
a sensación. 
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Aplicando estas consideraciones generales al caso del mo- 
vimiento, encontramos que es necesario distinguir instantá- 
neamente, aun dentro de la esfera de los datos inmedia- 
tos de los sentidos, o de todos modos más de acuerdo con 
los hechos que cualquier otro modo de ver igualmente sim- 
ple, los estados de los objetos, y considerar dichos estados 
como formando una sucesión densa. Consideremos un cuerpo 
que se está moviendo con o suficiente como para 
que su movimiento sea perceptible, y de suficiente longitud 
como para que su movimiento no sea abarcado enteramente 
en una sensación. Entonces, pese al hecho de que vemos 
una extensión finita del movimiento en un instante, la ex- 
tensión que vemos en un instante es diferente de la que ve- 
mos en otro. De este modo se nos retrotrae, después de todo, 
a una sucesión de visiones momentáneas del cuerpo móvil, 
y esta sucesión será densa, como la anterior sucesión física 
de puntos. En realidad, aunque los elementos de la suce- 
sión parezcan diferentes, el carácter matemático de la su- 
cesión es invariable, y la totalidad de la teoría matemática 
del movimiento se aplicará a ella verbatim. 

Cuando consideramos los datos reales de la sensación en 
esta conexión, es importante darse cuenta de que dos da- 
tos sensoriales pueden ser, y deben ser a veces, realmente 
diferentes cuando no podemos percibir ninguna diferencia 
entre ellos. Una razón antigua pero terminante para creer 
esto fue recalcada por Poincaré”. En todos los casos de 
datos sensoriales capaces de cambio gradual, podemos en- 
contrar un dato sensorial imposible SE distinguir de otro, 
y aquel otro indistinguible de un tercero, mientras que el 
primero y el tercero son completamente fáciles de distin- 
guir. Supongamos, por ejemplo, que una persona con los 
ojos cerrados está sosteniendo un peso en la mano, y alguno, 
sin hacer ruido, agrega un pequeño peso extra. Si el peso 
extra es suficientemente pequeño, no percibirá ninguna 
diferencia en la sensación. Después de un momento, otro 
pequeño peso extra puede ser agregado, y todavía no será 
percibido ningún cambio; pero, si ambos pesos extras hubie- 
ran sido agregados al mismo tiempo puede ser que el cam- 
bio hubiera sido percibido con absoluta facilidad. O bien, 
asimismo, tomemos matices de un color. Sería fácil encon- 
trar tres materiales de tonos tan aproximadamente semejan- 
tes que ninguna diferencia pueda ser percibida entre el 
primero “y el segundo, ni aun entre el segundo y el tercero, 
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mientras que el primero y el tercero son distinguibles. En 
tal caso, el segundo tono no puede ser el mismo que el pri- 
mero, o sería distinguible del tercero; ni el mismo que el 
tercero, o sería distinguible del primero. Por lo tanto debe 
ser, aunque indistinguible de ambos, realmente intermedio 
entre ellos. 

Tales consideraciones como las arriba citadas muestran 
que, aunque no podemos distinguir los datos sensoriales a 
menos que ellos difieran por encima de cierta cantidad, es 

rfectamente razonable suponer que los datos de los sentidos 
- una clase dada, tal como pesos y colores, realmente for- 
man un conjunto denso. Las objeciones que pueden apor- 
tarse desde un punto de vista psicológico contra la teoría ma- 
temática del movimiento no 'son, por lo tanto, objeciones 
a esta teoría convenientemente entendida, sino sólo a una 
suposición completamente innecesaria de simplicidad en 
los objetos momentáneos de los sentidos. En el caso de un 
movimiento visible, podemos decir del objeto inmediato 
de los sentidos que a cada instante está en todas las posi- 
ciones que permanecen percibidas en aquel instante; pero 
este grupo de posiciones cambia continuamente de momento 
a momento, y está sujeto exactamente al mismo tratamiento 
matemático que si fuera un mero punto. Cuando afirma: 
mos que alguna explicación matemática de los fenómenos 
es correcta, todo lo que originalmente afirmamos es que algo 
defimible en función de los fenómenos escuetos satisface 
nuestra fórmula y en este sentido la teoría matemática del 
movimiento es aplicable a los datos de las sensaciones tan 
bien como a las supuestas particulas de la física abstracta, 

Hay varios problemas diversos capaces de ser confundidos 
cuando se dice que el continuo matemático no se adecua 

a los hechos de los sentidos. Podemos plantearlos en orden 
de generalidades decrecientes, como sigue: 


a) ¿Las sucesiones que poseen la continuidad matemá- 
tica son lógicamente posibles? 

b) Suponiendo que sean lógicamente posibles, ¿no son 
imposibles aplicadas a los datos sensoriales reales, porque, 
entre los datos sensoriales reales, no existen los elementos 
exteriores mutuamente fijos tal como pueden encontrarse, 
por ejemplo, en la sucesión de fracciones? 

c) ¿La suposición de puntos e instantes hace ficticia la 
totalidad de ;P explicación matemática? 
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d) Finalmente, suponiendo que todas estas objeciones ha- 
Matos respondidas, ¿hay, Pa. el hecho empírico real, al- 
razón suficiente para creer que el mundo de los senti- 

no tenga solución de continuidad? 


Consideremos estas tas a continuación. 

a) La cuestión de 1 posibilidad lógica del continuo ma- 
temático depende en parte de los elementales conceptos fal- 
sos que examinamos al comienzo de la presente conferen- 
cia, en parte de la posibilidad del infinito matemático, que 
ocupará nuestras dos próximas conferencias, y en parte de 
la forma lógica de la respuesta a la objeción bergsoniana que 
planteamos hace algunos minutos. No diré más sobre este 
tema por el momento, ps que es conveniente primero 
completar la respuesta psicológica. 

b) La cuen de si Le datos sensoriales están compues- 
tos de unidades mutuamente externas no puede resolverse 
por la evidencia empírica. A menudo se presenta el argu- 
mento de que, como materia de experiencia inmediata, 
el flujo sensible está exento de divisiones, y es falsificado 
por las disecciones del intelecto. Ahora bien, no deseo sos- 
tener que esta opinión sea contraria a la experiencia inme- 
diata: deseo sólo afirmar que es esencialmente incapaz de 
ser probada por la experiencia inmediata. Como vimos, de- 
be haber entre los datos sensoriales diferencias tan ligeras 
hasta ser imperceptibles: el hecho de que los datos senso- 
riales sean inmediatamente dados no significa que sus dife- 
rencias también deban ser pa da o 
puedan ser). Supon , por ejemplo, una su cie 
de color en la que de ho cobos cambia gradualmente, tan 
gradualmente que la diferencia de color en dos porciones 
muy próximas es imperceptible, mientras la diferencia entre 
porciones separadas más ampliamente es perfectamente no- 
table. El efecto producido, en tal caso, será precisamente 
el de “interpenetración”, de transición, lo que no es asunto 
de unidades discretas. Y puesto que se tiende a suponer 

ue los colores, por ser ups inmediatos, deben aparecer 
leoatios si son diferentes, parece desprenderse fácilmen- 
te que la “interpenetración” debe ser finalmente la explica- 
ción correcta. Pero no es esto lo que se desprende. Incons- 
cientemente se supone, como una premisa para una re- 
ductio ad .absurdum del modo de ver analítico, que, si A 
v B son datos inmediatos, y A difiere de B, entonces el he- 


121 


cho de diferir debe ser también un dato inmediato. Es difícil 
decir cómo se originó esta suposición, pero creo que debe 
estar relacionada con la confusión entre “conocimiento in- 
mediato” y “conocimiento mediato”. El conocimiento inme- 
diato, que es lo que se deriva de los sentidos, no implica 
teóricamente por lo menos, ni siquiera el más pequeño “o 
nocimiento mediato”, es decir, no implica conocimiento de 
ninguna proposición concerniente al objeto conocido en 
forma inmediata. Es un error hablar como si el conocimien- 
to inmediato tuviera grados: hay meramente un conocimien- 
to inmediato y un no-conocimiento inmediato. Cuando ha- 
blamos de “un mejor conocimiento inmediato”, como por 
ejemplo con respecto a una persona, lo que queremos de- 
cir es, tener un mejor conocimiento inmediato de más par- 
tes de una cierta totalidad; pero el conocimiento inmediato 
de cada parte o es completo o no existe. Por lo tanto, es un 
error decir que si tuviéramos un perfecto conocimiento in- 
mediato de un objeto lo conoceríamos en su totalidad. “Co- 
nocimiento mediato” es el conocimiento de las proposiciones 
que no está incluido necesariamente en el conocimiento 
inmediato de los elementos de las proposiciones. Conocer 
ue dos matices de color son diferentes es conocimiento me- 
ato de ellos; en consecuencia, el conocimiento inmediato 
_de los dos tonos no necesita de ningún modo el conoci- 
miento mediato de que ellos son diferentes. 

De lo que acabamos de decir se desprende que no pue- 
de usarse válidamente la naturaleza de los datos sensoriales 
para probar que no están compuestos de unidades mutua- 
mente externas. Se puede admitir, por otro lado, que na- 
da en su carácter empírico necesita especialmente de la opi- 
nión de que ellos están compuestos de unidades mutuamen- 
te externas. Si se sostiene esta opinión, debe ser sosteni- 
da con fundamentos lógicos, no empíricos. Creo que los 
fundamentos lógicos son adecuados a la conclusión. Des- 
cansan, en el fondo, sobre la imposibilidad de explicar la 
complejidad sin suponer elementos. Es innegable que el 
campo visual, por ejemplo, es complejo; y hasta donde yo 
abarco, hay siempre contradicción con les mismas en e 
teorías que, mientras admiten esta complejidad, intentan ne- 
gar que resulta de la combinación de unidades mutua- 
mente externas, Pero proseguir este tema nos conduciría 
demasiado lejos de nuestro asunto, y, por lo tanto, no diré 
más sobre él, por el momento. 
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0) A veces se alega que la explicación matemática del 
movimiento se convierte en ficticia por su suposición de 
puntos e instantes. Ahora bien, aquí hay que distinguir 
dos cuestiones diferentes. La' cuestión del espacio y el tiem- 
po absolutos o relativos, y la cuestión de si al ocupa el 
espacio y el tiempo debe estar compuesto de elementos que 
no tienen extensión ni duración, Y cada una de estas cues- 
tiones a su tumo puede tomar dos formas: a ¿a hipó- 
tesis está de acuerdo con los hechos y con la lógica? 
8 cla necesitan los hechos o la lógica? Quiero responder 
en cada caso, sí, a la primera forma de la pregunta y no, 
a la segunda. Pero de todos modos la explicación matemá- 
tica del movimiento no será ficticia, a condición de que 
se dé una correcta interpretación a los vocablos “punto” e 
“instante”. Unas pocas palabras sobre cada alternativa ser- 
virá para aclarar esto. 

Formalmente, la matemática adopta una teoría absoluta 
del espacio y del tiempo, es decir supone que, además de 
las cosas que están en el espacio y en el tiempo, hay tam- 
bién entidades, llamadas “puntos” e “instantes”, que están 
ocupadas por cosas. Esta visión, sin embargo, aunque defen- 
dida por Newton, ha sido considerada mucho tiempo por 
los matemáticos meramente como una ficción útil. Tanto 
como alcanzo a ver, no hay evidencia concebible ni a favor 
ni en contra. Es lógicamente posible, y es compatible con 
los hechos. Pero los hechos son también compatibles con 
la negación de las entidades espaciales y temporales, además 
de las cosas con relaciones espaciales y temporales. En conse- 
cuencia, de conformidad con la navaja de Occam, haremos 
bien en abstenernos de suponer o de negar puntos e instan- 
tes. Esto significa que, en cuanto concierne al resultado prác- 
tico, adoptamos la teoría racional; porque, en la práctica, el 
rechazo para suponer puntos e instantes tiene el' mismo efec- 
to que la negación de ellos. Pero en estricta teoría, ambos 
son completamente diferentes, puesto que la negación in- 
troduce un elemento de dogma inverificable que está por 
completo ausente cuando nos abstenemos meramente de afir- 
mar. Así, aunque deriváramos los puntos y los instantes de 
las cosas, dejaríamos abierta la simple posibilidad de que 
ellos también puedan tener una existencia independiente co- 
mo entidades simples. 

Llegamos ahora al problema de si las cosas en el espacio 
y en el tiempo deben ser concebidas como compuestas de 
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clementos sin extensión ni duración, es decir, de elementos 
que sólo ocupan un” punto y un instante. La física, formal- 
mente, supone en sus ecuaciones diferenciales que las cosas 
constan de elementos que ocupan sólo un punto a cada ins- 
tante, pero que persisten durante todo el tiempo. Por las 
razones explicadas en la cuarta conferencia, la persistencia 
de las cosas a través del tiempo ha de ser considerada como 
el resultado formal de una construcción lógica, no como im- 
plicando necesariamente ninguna persistencia real. Los mis 
mos motivos, en realidad, que conducen a la división de co: 
sas en puntos-partículas deben presumiblemente conducir 
a su división en instantes-partículas, así que el elemento for- 
mal esencial de la materia en física será un punto-instante- 
partícula. Pero dichos objetos, así como las particulas de fí- 
sica, no son datos. La misma economía de hipótesis que 
dicta la adopción práctica de un espacio y un tiempo rela- 
tivos más bien que absolutos, Bo 2 dicta la adopción 
práctica de clementos materiales que tienen una extensión 
y duración finita. Puesto que, como vimos en la cuarta 
conferencia, puntos e instantes pueden construirse como 
funciones lógicas de tales elementos, la explicación mate- 
mática del movimiento, en la que una partícula pasa en 
forma continua a través de una sucesión continua E pun- 
tos, puede representarse en una forma que supone sólo ele- 
mentos que están de acuerdo con nuestros datos reales de 
que tienen una extensión y una duración finitas. Por lo 
tanto, en lo que concierne al uso de puntos e instantes, la 
explicación matemática del movimiento puede ser librada 
de la carga del empleo de ficciones. 

* d) Pero debemos ahora enfrentar la cuestión: ¿Hay, en 
el hecho empírico real, alguna razón suficiente para creer 
que el und de los sentidos sea continuo? Aquí crea que 
la respuesta debe ser negativa. Podemos decir que la hipó 
tesis ¿h la continuidad es perfectamente compatible con los 
hechos y con la lógica, y que es técnicamente más simple 
que cualquier otra hipótesis defensible. Pero, puesto que 
nuestros poderes de discriminación entre objetos sensibles 
muy semejantes no son infinitamente precisos, es comple- 
tamente imposible decidir entre teorías diferentes que sólo 
difieren con respecto a lo que está por debajo del margen 
de discriminación. Si, por ejemplo, una superficie coloreada 
que vemos consta de un número finito de superficies peque- 
ñas, y si un movimiento que vemos consta, como un Cine- 
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imatógrafo, de un gran número finito de posiciones sucesi- 
PQ habrá e se pueda descubrir empíricamente 
demostrar que los objetos de los sentidos no son 
continuos. En lo que se llama continuidad experimentada, 
tal como se dice que es dada por los sentidos, hay un fuerte 
elemento negativo: la ausencia de la percepción de la di- 
ferencia aparece en los casos que se piensan para que den 
la percepción de la ausencia de diferencia. Cuando, por 
ejemplo, no emos distinguir un color A de un color B, 
ni un color B de un color C, pero podemos distinguir A 
de C, la no-distinguibilidad es un hecho puramente nega- 
tivo, a saber, que no percibimos una diferencia. Áun con 
respecto a los datos inmediatos, ésta no es razón para negar 
ue haya una diferencia. De este modo, si vemos una super- 
Áicie coloreada cuyo color cambia gradualmente, su aparien- 
cia sensible, si el cambio es continuo, no será distinguible 
de lo que sería si el cambio fuera por saltos finitos peque- 
ños. Si esto es exacto como parece, se desprende que no pue- 
de haber nunca ninguna evidencia empírica para demos- 
trar que el mundo sensible es continuo, y no un conjunto 
de un número finito muy grande de elementos de los que 
cada uno difiere de su vecino en un grado finito aunque 
muy pequeño, La continuidad del espacio y el tiempo, el 
infinito número de tonos diferentes en el espectro, y así 
sucesivamente, están todos en la categoría de hipótesis inve- 
rificables; perfectamente posibles desde el punto de vista ló- 
gico, perfectamente concordes con los hechos conocidos, y 
teóricamente más simples que cualquier otra hipótesis de- 
fensible, pero no las únicas hipótesis que son lógica y empl- 
ricamente adecuadas. 

Si se construye una teoría de los instantes que exprese re- 
lación, en la que un “instante” es definido como un grupo 
de acontecimientos simultáneos y que ninguno sea simul- 
táneo con otro acontecimiento fuera del grupo, entonces si 
nuestra sucesión resultante de instantes ha de ser densa, de- 
be ser posible, si x precede enteramente a E para encontrar 
un acontecimiento z, simultáneo con parte de x, que preceda 
enteramente a algún acontecimiento que precede entera- 
mente a y. Ahora bien, esto requiere que el número de acon- 
tecimientos afectados sea infinito en cualquier período Éi- 
nito de tiempo. Si ha de ser así en el mundo de los datos 
sensoriales de un hombre, y si cada dato sensorial ha de 
tener no menos de cierta extensión temporal finita, será ne- 
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cesario suponer que siempre tenemos un número intinito 
de datos sensoriales simultáneos con cualquier dato senso- 
rial dado. Aplicando consideraciones semejantes al espacio, 
y suponiendo que los datos sensoriales han de tener no me- 
nos de una cierta extensión espacial, será necesario suponer 
que un número infinito de datos sensoriales se superpone 
espacialmente a cualquier dato sensorial dado. Esta hipóte- 
sis es posible, si suponemos un dato sensorial particular, por 
apa con respecto a la vista, que sea una superficie fini- 
ta, que encierra otras superficies que son también datos 
sensoriales particulares. Pero hay dificultades en dicha hi- 
pótesis, y no creo que estas dificultades puedan ser refuta- 
das con éxito. Si no pueden ser refutadas, debemos hacer 
una de estas dos cosas: o declarar que el mundo de los da- 
tos sensoriales de un hombre no es continuo, o bien rehu- 
sarnos a admitir que haya algún límite más bajo que la du- 
ración y extensión de un dato sensorial individual. La últi- 
ma hipótesis parece indefendible, así que estamos forzados 
aparentemente a inferir que el espacio de los datos senso- 
riales no es continuo; pero eso no nos impide admitir que 
los datos sensoriales tienen partes que no son datos sensoria- 
les y que el espacio de estas partes puede ser continuo. El 
análisis lógicó que hemos estado considerando roporciona 
el aparato para tratar las distintas hipótesis, y la deciión em- 
pírica entre ellas es un problema para el psicólogo. 

3) Ahora tenemos que considerar la respuesta lógica a 
las pretendidas dificultades de la teoría matemática del 
movimiento, o más bien a la teoría positivista que se presen- 
ta por otro lado, El modo de ver presentado explícitamente 
por Bergson, e implicado en las doctrinas de muchos filó- 
sofos, es que un movimiento es algo indivisible, no analiza- 
ble válidamente en una seric de estados. Esto es parte de una 
doctrina mucho más general, que sostiene que el análisis 
siempre falsifica, porque las partes de un complejo total son di- 
ferentes, mientras cstán combinadas en el todo, de lo que 
podrían ser de otro mudo. Es muy difícil plantear esta doc- 
trina en alguna forma que tenga un significado preciso. 
A menudo se usan argumentos que no ticnen conexión al- 
guna con el problema. Se alega, por ejemplo, que cuando 
un hombre se convierte en padre, su naturaleza se altera por 
la nueva relación en la que se encuentra, de tal modo que él 
no es estrictamente idéntico al hombre que previamente 
no era padre. Esto puede ser verdadero, pero es un hecho cau: 
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sal psicológico, no un hecho lógico. La doctrina requeriría 
que un hombre que es padre no puede ser estrictamente 
idéntico al hombre que es hijo, a está modificado en 
un sentido por la relación de paternidad y en otro por la de 
hijo. En realidad, podemos dar un enunciado preciso de la 
doctrina que estamos combatiendo en la forma: No puede 
haber nunca dos hechos concernientes a la misma cosa. Un 
hecho que concierne a una cosa siempre es o incluye una 
relación de una o más entidades; de este modo dos hechos 
que conciernen a la misma cosa incluirían dos relaciones de 
la misma cosa. Pero la doctrina en cuestión sostiene que 
una cosa es de tal modo modificada por sus relaciones que 
no puede ser la misma en una relación que en otra. En con- 
secuencia, si esta doctrina es exacta, no puede haber nunca 
más de un hecho concerniente a cualquier cosa única. No 
creo que los filósofos en cuestión hayan comprendido que 
éste es el planteamiento de del modo de ver que de- 
fienden, porque en esta forma la opinión es tan contraria 
a la pura verdad, que su falsedad se evidencia tan pronto 
como es enunciada. Sin embargo, la exposición de este pro- 
blema incluye tantos subtítulos lógicos, y está tan rodeada 
de dificultades, que no la seguiré más allá por el momento. 

Tan pronto como la doctrina general anterior es desecha- 
da, se hace evidente que. donde cd cambio, debe haber 
una sucesión de estados. No puede haber cambio, y el mo- 
vimiento es sólo un caso particular del cambio, a menos que 
haya algo diferente, en un momento, de lo que había en 
otro momento. Cambio, por lo tanto, debe incluir rela- 
ciones y complejidades, y debe exigir análisis. Mientras que 
nuestro análisis sólo vaya hasta otros cambios más peque- 
ños, no será completo; si ha de ser completo, debe finalizar 
con términos que no sean cambios, sino que estén “conec- 
tados por una relación de anterior y posterior. En el caso 
de cambios que aparecen continuos, tales como los movi- 
mientos, parece imposible encontrar alguno distinto al cam- 
bio mientras tratemos con períodos finitos de tiempo, aun- 

ue cortos. De este modo hemos rechazado, por las necesi- 
delas lógicas del caso, la concepción de instantes sin dura- 
ción, o, de todos modos, sin una duración que pueda ser 
revelada ni aun por los más delicados instrumentos. Esta 
concepción, aunque puede parecer difícil, es realmente más 
fácil que cualquier otra que los hechos permiten. Es una es- 
pecie de armazón lógica en la que cualquier teoría defen- 
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dible debe adaptarse, no necesariamente el enunciado mis- 
mo de los hechos no elaborados, sino una forma en la que 
los enunciados verdaderos de los hechos no elaborados pue- 
dan hacerse por una interpretación adecuada. La pp se 
ción directa de los hechos no elaborados del mundo físi- 
co ha sido intentada en conferencias anteriores; en la pre- 
sente conferencia, sólo nos hemos preocupado de mostrar 
que nada en los hechos no elaborados es incompatible con 
la doctrina matemática de la continuidad, o exige continui- 
dad de una especie radicalmente diferente de la del movi- 
miento matemático. 


SEXTA CONFERENCIA 


El. PROBLEMA DEL INFINITO 
CONSIDERADO HiSTORICAMENTE 


Se recordará que, cuando enumeramos los motivos para poner 
en tela de juicio la realidad del mundo sensible, uno de los 
mencionados era la supuesta imposibilidad del infinito y la 
continuidad. En vista de nuestra anterior exposición de 
física, parecía que ninguna evidencia empírica terminan- 
te existe en favor del infinito o de la continuidad en los ob- 
jetos de los sentidos o en la materia. Con todo, la explica- 
ción que supone el infinito y la continuidad de siendo 
incomparablemente más fácil y más natural, el pun- 
to de vista científico, que cualquiera otra, y, desde que Georg 
Cantor ha demostrado que las supuestas contradicciones 
son ilusorias, ya no hay razón para pugnar por una expli- 
cación “finitista” del mundo. 

Todas las supuestas dificultades de la continuidad tienen 
su fuente en el hecho de que una serie continua debe tener 
un infinito número de términos, y son en realidad dificulta- 
des que conciernen al infinito. En consecuencia, al libe- 
rar al infinito de la contradicción, al mismo tiempo estamos 
mostrando la posibilidad lógica de la continuidad como se 
supone en la ciencia. 

a forma en la que el infinito se ha empleado para desa- 
creditar el mundo de los sentidos puede ser ilustrada por 
las primeras dos antinomias de Kant. En la primera, la tesis 
enuncia: “El mundo tiene un comienzo en el tiempo, y con 
respecto al espacio está encerrado dentro de límites”; la 
antítesis plantea: “El mundo no tiene principio y no tiene 
límites en el espacio, sino que es infinito con respecto al 
tiempo y al espacio.” Kant pretende probar estas dos pro- 
posiciones, mientras que, si lo que hemos dicho sobre la ló- 
gica moderna es en algo exacto, debe ser imposible probar 
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ninguna de las dos. Sin embargo, para rescatar al mundo de 
los sentidos, basta destruir la prueba de una de las dos. 
Para nuestro propósito presente, lo que nos interesa es la 
rueba de que el mundo es finito. Aquí, el argumento de 

ant con respecto al espacio descansa sobre su argumento 
con respecto al tiempo. Por lo tanto, necesitamos sólo exa- 
minar el argumento con respecto al tiempo. Dice lo si- 
guiente: 

“Porque supongamos E el mundo no tiene comienzo 
con respecto al tiempo, de suerte que ha transcurrido una 
eternidad hasta cada instante dado, y por lo tanto ha pasa- 
do una serie infinita de estados sucesivos de las cosas en el 
mundo. Pero el infinito de una serie consiste exactamente 
en esto, en que nunca puede ser completado por síntesis 
sucesivas. Por lo tanto, una infinita serie del mundo pasa- 
da es imposible, y, por consiguiente, un comienzo del mun- 
do es una condición necesaria de su existencia; que era lo 
primero que queríamos demostrar.” 

Muchas críticas distintas podrían admitirse sobre este ar- 
a pero nos contentaremos con un simple mínimo. 

ra comenzar, es un error definir el infinito de una serie 
como “imposibilidad de ser completada por síntesis suce- 
sivas”. La noción de infinito, tal como la veremos en la pró- 
xima conferencia, es primariamente una propiedad de clases, 
y sólo por derivación es aplicable a series; clases infinitas 
son dadas todas a un mismo tiempo por la propiedad deter- 
minante de sus miembros, así que no la problema de “com- 
pletarlas” o de hacer “síntesis sucesivos”. Y la palabra “sínte- 
sis”, al sugerir la actividad mental de la sintetización, intro- 
duce, más o menos subrepticiamente, aquella referencia a la 
mente de la que toda la filosofía de Kant estaba infectada. En 
segundo lugar, cuando Kant dice que una serie infinita 
nunca” puede ser completada por síntesis sucesivas, todo 
lo que tiene derecho a decir de un modo concebible, es que 
no puede ser completada en un tiempo finito. De este modo, 
lo que realmente prueba es, a lo más, que si el mundo no 
tuvo comienzo, ya debería haber existido desde un tiempo 
infinito. Sin embargo, ésta es una conclusión muy pobre, 
de ningún modo adecuada para sus propósitos. Y con este 
resultado podríamos, si quisiéramos, despedirnos de la pri- 
mera antinomia. 

Sin embargo, vale la pena considerar cómo Kant llegó a 
hacer tal elemental error. Lo que ocurrió en su imagina- 
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ción fue evidentemente algo así: Partiendo del presente, y 
retrocediendo en el tiempo, tenemos, si el mundo no tuvo co- 
mienzo, una serie infinita de acontecimientos. Como yve- 
mos, por la palabra “síntesis” imaginaba una mente tratando 
de asirlos sucesivamente, en el orden inverso al que habían 
sucedido, es decir, yendo del presente hacia atrás. Esta serie 
evidentemente no tiene fin. Pero la serie de acontecimientos 
hasta el presente tiene un fin, puesto que termina en el pre- 
sente. Debido al inveterado subjetivismo de sus hábitos 
mentales, no reparó en que había invertido el sentido de 
la serie al sustituir la síntesis hacia atrás por los acontecí- 
mientos hacia adelante, y así supuso $e era necesario iden- 
tificar la serie mental, que no tiene fin, con la serie física, 
que tiene fin pero no comienzo. Fue este error, creo, que 
operando inconscientemente, lo condujo a atribuir vali ez 
a una muestra singularmente endeble de falaz razonamiento, 

La segunda antinomia ilustra la dependencia del proble- 
ma de la continuidad de la del infinito. La tesis establece: 
“Toda sustancia compleja en el mundo está compuesta de 
partes simples, y no existe por ningún lado nz .u sino lo sim- 
ple o lo que está compuesto por ello.” La antítesis establece: 
“Ninguna cosa compleja en el mundo está compuesta por 
partes simples, y en ningún lado del mundo existe nada 
simple.” Aquí, como antes, las pruebas de la tesis y la antí- 
tesis están abiertas a la crítica, pero para el propósito de vin- 
dicar la física y el mundo de los sentidos es “suficiente con 
encontrar una falacia en una de las pruebas. Elegiremos, 
para este propósito, la prueba de la antítesis, que comienza 
como sigue: 

“Supongamos que una cosa compleja (como la sustancia) 
consta de partes simples. Puesto que toda relación externa, 
y por lo tanto toda composición fuera de las sustancias, es 
sólo posible en el espacio, el espacio ocupado por una cosa 
compleja debe constar de tantas partes como consta la cosa. 
Ahora bien, el espacio no está compuesto por partes simples, 
sino por espacios.” 

El resto de este argumento no necesita preocuparnos, por- 
que el nervio de la prueba depende del enunciado: “El es- 
pacio no está compuesto por partes simples, sino por espa- 
cios.” Esta es como la objeción de Bergson a “la absurda pro- 
posición de que el movimiento está formado por inmovilida- 
des”. Kant no nos dice por qué sostiene que un espacio debe 
constar de espacios más bien que de partes simples. La geo- 
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metría considera el espacio como formado por puntos, que 
son simples; y aunque, como hemos visto, este modo de 
ver no es científica ni lógicamente necesario, permanece 
. prima facie posible, y su mera posibilidad es suficiente para 
viciar el argumento de Kant. Porque, si su prueba de la te- 
sis de la antinomia fuera válida, y si la antítesis pudiera 
evitarse sólo suponiendo puntos, entonces la antinomia en 
sí misma proporcionaría una razón terminante en favor 
de los puntos. Pero, ¿por qué pensó Kant que era impo- 
sible que el espacio estuviera compuesto por puntos? 

Creo que dos consideraciones probablemente influyeron 
en él. En primer lugar, lo Heaail ale el espacio es el or- 
den espacial, y los meros puntos, por sí mismos, no expli- 
carán el orden espacial. obvio que su argumento su- 
pone el espacio absoluto; pero lo importante son sólo las 
relaciones espaciales, y no pueden ser reducidas a puntos. 

Este fundamento para su punto de vista depende, por lo 
tanto, de su ignorancia de la teoría lógica del antes y sus 
oscilaciones entre el espacio absoluto y el relativo. Pero hay 
también otra base para su opinión, que es más a propósito 
pa nuestro tema presente. Es el fundamento derivado de 
a infinita divisibilidad. Un espacio puede ser dividido, y 
luego dividido nuevamente, y así ad infinitum, y en cada 
etapa del proceso las partes son todavía espacios, no puntos. 
Para alcanzar los puntos por tal método, sería necesario lle- 
gar al final de un proceso sin fin, lo que es imposible. Pe- 
ro lo mismo que una clase infinita puede darse toda simul- 
táneamente por el concepto que la define, aunque no pue- 
da ser alcanzada por enumeración sucesiva, así un grupo 
infinito de puntos puede ser dado todo inmediatamente co- 
mo componente de una línea, un área o un volumen, aun- 
que nunca pueda obtenerse por el proceso de división 
sucesiva. De este modo, la divisibilidad infinita del espacio 
no ps razones para negar que el espacio se com 
ne de puntos, Kant no da sus motivos para esta negación, 

por do tanto sólo podemos conjeturar cuáles eran. Pero 
as dos razones anteriores, que hemos visto que son fala- 
ces, e suficientes para explicar su opinión, y podemos, 
por lo tanto, inferir que la antítesis de ha segunda antino- 
mia no está probada. 

La anterior ilustración de las antinomias de Kant sólo ha 
sido presentada para mostrar la pertinencia del problema 
del infinito al problema de la realidad de los objetos de los 
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sentidos. En lo que resta de la presente conferencia, deseo 
plantear y explicar el problema del infinito, mostrar cómo 
se originó y demostrar la inaplicabilidad de todas las solu- 
ciones propuestas por los filósofos. En la conferencia si- 
iente, trataré de explicar la solución exacta, que ha sido 
ubierta por los matemáticos, pero no obstante pertenece 
esencialmente a la filosofía. La solución es definitiva, en el 
sentido de que satisface por entero y convence a todo el 
que la pa cuidadosamente. Durante más de dos mil 
años el problema desconcertó al intelecto humano; sus mu- 
chos fracasos y su éxito final hacen a este problema pecu- 
liarmente apto para la ilustración de este método. 

El problema parece, primero, haber tenido origen de al- 
gún modo semejante al siguiente ?!, Pitágoras y sus discí- 
pulos, que estaban interesados, como Descartes, en la apli- 
cación número a la geometría, adoptaron en esa cien- 
cia más métodos artiméticos que los métodos con los que 
Euclides nos ha familiarizado. Ellos, o sus contemporáneos 
los atomistas, creían, aparentemente, que el espacio está 
compuesto de puntos indivisibles, mientras el tiempo está 
compuesto de instantes indivisibles?", Esta creencia, 
sí misma, no hubiera generado las dificultades con que 
tropezaron, pero presumiblemente estaba acompañada de 
otra creencia, que el número de puntos en cualquier área 
finita o de instantes en uier periodo finito, debe ser 
finito. No supongo que esta última creencia fuera conscien- 
te, porque probablemente ninguna otra posibilidad surgi 
en su imaginación. Pero no obstante, la creencia actuaba, 
y muy pronto los llevó al conflicto con los hechos que ellos 
mismos descubrían. Sin embargo, antes de aclarar cómo 
ocurrió esto, es necesario decir una palabra de explicación 
de la frase “número finito”. La explicación exacta es mate- 
ria de nuestra próxima conferencia; por el momento, baste 
decir que quiero expresar O y 1 y 2 y 3 y así sucesivamente, 
para siempre; en otras palabras, cualquier número que pue- 
da obtenerse por sucesivas adiciones de números unos. Ésto 
incluye todos los números que pueden ser expresados por 
medio de nuestros numerales naturales, y puesto que tales 
números pueden ser aumentados más y más, sin alcanzar 
nunca un máximo insuperable, es fácil suponer que no hay 
otros números. Pero esta suposición, pese a ser natural, es 
errónea. 

Es una cuestión discutible si los mismos pitegóricos creían 
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que el espacio y el tiempo estaban compuestos de puntos 

instantes indivisibles?, pt ue E distinción Pt 
espacio y materia no estaba todavía claramente hecha, y que, 
por lo tanto, cuando se expresa un modo de ver atomista es 
difícil determinar si son las partículas de materia o los pun- 
tos del espacio lo que se tiene en el pensamiento. Hay un 
oo interesante? en la Física? de Aristóteles, donde 

ice: 

¿“Los pitagóricos también afirmaban la existencia del va- 
cío y decían que penetraba desde el hálito ilimitado hasta 
el cielo mismo, a causa de que el cielo respira también el va- 
cio; y que el vacio diferencia las naturalezas, como si fuera 
una suerte de separación de cosas consecutivas y su dife- 
renciación; y que esto también es lo primero en los números, 
porque es el vacio que los diferencia.” 

Esto parece denotar que consideraban la materia como 
compuesta por átomos con espacio vacío entre ellos. Pero si 
es así, deben haber pensado que el espacio podía ser es- 
tudiado con sólo prestar atención a los átomos, porque de otro 
modo sería difícil explicar sus métodos artiméticos en geome- 
tría, o sus planteamientos de que “las cosas son números”. 

La dificultad que trababa a los pitagóricos en sus intentos 
de aplicar los números, se originaba a raíz de su descubri- 
miento de los inconmensurables, y esto, a su vez, se ori- 
ginó como sigue: Pitágoras, como todos aprendimos en 
nuestra juventud, descubrió la proposición de que la suma 
de los cuadrados de los lados de un triángulo rectángulo 
es igual al cuadrado de la hipotenusa. Se dice que sacrificó 
un toro cuando descubrió este teorema; si es así, el toro fue 
el primer mártir de la ciencia. Pero se vio pronto que el teo- 
rema, aunque haya permanecido como su principal título 
a la inmortalidad, tenía una consecuencia fatel para la 
totalidad de su filosofía, Consideremos el caso de un triángu- 
lo rectángulo cuyos dos lados son iguales, un triángulo tal 
como el formado por dos lados de un cuadrado y una diago- 
nal. Aquí, en virtud del teorema, el cuadrado de la diago- 
nal es duplo del cuadrado de cada uno de los lados. Pero 
Pitágoras o sus discípulos cercanos probaron fácilmente 
PES paceno sio de pico enteros ser el duplo 

cuadrado de otro ?*. De este modo, la longitud del lado 
y la longitud de la diagonal son inconmensurables, es decir, 
por muy pequeña que sea la unidad de longitud que to- 
memos, si está contenida en número exacto de veces en el 
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lado, no está contenida ningún número exacto de veces en 
la diagonal, y viceversa. á 

Ahora, bien, este hecho o haber sido asimilado por 
algunas filosofías con gran ificultad, para la filosofía 
de Pitágoras era absolutamente fatal. Pitágoras sostenía 
que el rg es la A ps yo todas pr e 
empero, números no ían e: r la razón lo 
de «6 cuadrado con la dinporal. Parece probable que 
podamos desarrollar la dificultad sin apartarnos de su pen- 
samiento, ve emp que Pitágoras consideraba la longi- 
tud de una línea como determinada por el número de áto- 
mos contenidos en ella: una línea de dos pulgadas de largo, 
a pi veces tantos átomos y e línea e 

e largo, y así sucesivamente. Pero si esto fuera 
pa cas da haber una razón numérica defini- 
da entre cualesquiera dos longitudes finitas, porque se supo- 
nía que el número de átomos de cada una, aunque nde, 
debía ser finito. Aquí había una contradicción insoluble. Se 
ha dicho que los pitagóricos resolvieron guardar la existen- 
cia de los inconmensurables en un profundo secreto, reve- 
lado sólo a unos pocos de los jefes supremos de la secta; 

hasta se dice que uno de ellos, Hippasos de Metapontion, 
había sido arrojado al mar por revelar impíamente e terrible 
descubrimiento de sus enemigos. Debe recordarse que Pi: 
tágoras era el fundador de una nueva religión tanto como 
el maestro de una nueva ciencia: si la ciencia llegaba a ser 
dudosa, los discípulos podían caer en el pecado, y quizás 
aun comer habas, lo que, de acuerdo con Pitágoras, es tan 
malo como comerse los huesos de los propios padres. 

El problema originado en primer lugar por el descubri- 
miento de los inconmensurables demostró ser, a medida que 
transcurrió el Es uno de los problemas más severos y 
al mismo tiempo de mayor alcance que había afrontado la 
inteligencia humana en sus esfuerzos para comprender el 
mundo. Mostró inmediatamente que la medición numérica 
de longitudes, si había de hacerse con exactitud, requería 
ana matemática más avanzada y más difícil que cualquiera 
de las que los antiguos poseían. Por lo tanto, empren ieron 
el trabajo de reconstruir la geometría sobre una base que 
no supusiera la posibilidad universal de la medición nu- 
mérica; una reconstrucción que, como puede verse en Eu- 
clides, efectuaron con extraordinaria pericia y con gran 
agudeza lógica. Los modernos, bajo la influencia de la geo- 
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metría cartesiana, han afirmado de nuevo la posibilidad uni- 
versal de la medición numérica, ampliando la aritmética, en 
parte para aquel propósito, hasta incluir los llamados nú- 
meros “irracionales”, que dan las razones de las longitudes 
inconmensurables. Pero aunque los números irracionales 
han sido usados mucho tiempo sin escrúpulos, sólo en los 
años muy recientes se han dado las definiciones lógica- 
mente satisfactorias. Con estas definiciones, la forma primera 
y más evidente de la dificultad que afrontaron los pitagó- 
ricos ha sido. resuelta; pero falta considerar otras formas de 
la dificultad, y son éstas las que nos introducen en el pro- 
blema del infinito en su forma pura. 

Vimos que, si se acepta el punto de vista de que una lon- 
gitud está compuesta de puntos, la existencia de inconmen- 
surables prueba que toda longitud finita debe contener 
un número infinito de puntos. En otras palabras, si tuvié- 
ramos que eliminar uno por uno los puntos, nunca los elimi- 
naríamos todos, por mucho tiempo que continuáramos el pro- 
ceso, Por lo tanto, el número de puntos no puede ser con- 
tado pe contar es un proceso que enumera cosas una 
por una. La propiedad de no poder ser contado es caracte- 
rística de los conjuntos infinitos, y es una fuente de mu- 
chas de las cualidades paradójicas. Estas cualidades son 
tan paradójicas, que hasta nuestros propios días se pensaba 

ue constituían contradicciones lógicas. Una larga línea 
de filósofos, desde Zenón *? hasta Bergson, han basado gran 
parte de sus metafísicas en la supuesta imposibilidad de los 
conjuntos infinitos. Hablando en forma general, las difi- 
cultades fueron planteadas por Zenón, y nada sustancial 
se agregó hasta que llegamos a la Paradoxien des Unen- 
dlichlen,. de Bolzano, una pequeña obra escrita en 1847- 
1848, y publicada en forma póstuma en 1851. Los esfuerzos 
intermedios para tratar el problema son fútiles e insignifi- 
cantes. La solución definitiva de las dificultades se debe, 
no a Bolzano, sino a Georg Cantor, cuyo trabajo sobre este 
tema apareció por primera vez en 1882, 

Para comprender a Zenón, y para hacerse cargo de cuán po- 
co la metafísica moderna ortodoxa ha agregado a los logros 
de los griegos, debemos considerar por un momento a su 
maestro Parménides, bajo cuyo influjo se crearon las para- 
dojas*!, Parménides expuso sus opiniones en un poema 
dividido en dos partes, llamadas “el camino de la ver- 
dad” y “el camino de la opinión”, como las “Apariencia” 
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y “Realidad” del señor Bradley, excepto que Parménides 
nos habla primero de la realidad y luego de la apariencia, 
“El camino de la opinión”, en su filosofía, es, hablando en 
general, pitagoreanismo; comienza con una admonición: 
“Aquí cerraré mi discurso y mi pensamiento dignos de fe 
acerca de la verdad. En adsl. aprended las opiniones de 
as mortales, prestando oídos al orden ilusorio de mis pala- 
ras.” 

Lo anterior ha sido revelado por una diosa, que le dijo 
lo que realmente es. La realidad, le dijo, es increada, indes 
tructible, inmutable, indivisible; es “inmóvil en los límites 
de las vigorosas cadenas, sin comienzo y sin fin; puesto 
que llegar a ser y desaparecer han sido arrojados a dis- 
tancia, y la creencia verdadera los ha desechado”. El prin: 
cipio fundamental de su investigación está enunciado en 
una frase que no estaría fuera de lugar en Hegel *2: “No 

uedes saber lo que no es —esto es imposible— ni descu- 

rirlo; porque Ea misma cosa poder ser pensado y poder 
ser.” Y nuevamente: “Necesariamente debe ser que aquello 
que puede ser pensado y hablado sea; porque es posible 
para él ser, y no es posible para lo que no es nada, ser.” La 
imposibilidad del cambio se desprende de este principio; por- 
que se puede hablar de lo pasado, y, por lo tanto, según el 
principio, todavía es. 

La gran concepción de una realidad más allá de las ilu- 
siones transitorias de los sentidos, una realidad única, indivi 
sible e inmutable, era de este modo introducida en la filo: 
sofía occidental por Parménides, parecería que no por re 
zones místicas o religiosas, sino sobre la base de un argumen- 
to lógico, referido a la imposibilidad del no ser. Todos los 
grandes sistemas metafísicos, principalmente los de Platón, 
Spinoza y Hegel, son el resultado E esta idea fundamental. 
Es difícil desenmarañar la verdad y el error de esta opinión. 
El argumento de que el tiempo es irreal y de que el mun- 
do de los sentidos es ilusorio, creo que ele ser considerado 
como basado en razonamientos falaces. Con todo, hay algún 
sentido, más fácil de sentir que de enunciar, en el que el 
tiempo es una característica sin importancia y superficial 
de la realidad. Debe admitirse que pasado y futuro son tan 
reales como el presente, y es esencial al pensamiento filosó- 
fico una cierta emancipación de la esclavitud del tiempo. 
La importancia del tiempo es más bien práctica que teórica, 
más bien en relación con nuestros deseos que en relación 
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a la verdad. Una imagen más exacta del mundo, creo, se 
obtiene imaginando que las cosas entran en la corriente del 
tiempo desde un mundo eterno exterior más que desde una 
perspectiva que considera el tiempo como el tirano que de- 
vora todo lo que existe. Tanto con el pensamiento como 
con el sentimiento, debe com derse que la falta de im- 

rtancia del tiempo es la puerta de la sabiduría. Pero la 
alta de importancia no es falta de realidad; y por lo tanto 
lo que fe nc que decir de los argumentos de Zenón 
en apoyo de Parménides debe ser principalmente crítico, 

La relación entre Zenón y Parménides es explicada por 
Platón * en el diálogo en E! que Sócrates, joven, aprende 
la agudeza lógica y el filosófico desinterés extraídos de su 
dialéctica. Cito de la traducción de Jowett: 

“Sócrates. — Veo, Parménides, que entre Zenón y tú no 
sólo hay el lazo de la amistad, sino el de la doctrina; porque 
él expone poco más o menos las mismas cosas que tú, y sólo 
muda los términos y se esfuerza en alucinarnos y persuadir- 
nos tle que lo que dice.es diferente. Tú dices en tus poemas 
que todo es uno, y aduces en su apoyo bellas y excelentes 

ruebas; él dice que la ponla no existe, y da también 
de ello numerosas y sólidas pruebas. De manera que dicien- 
do el uno que todo es uno, y el otro que nada es múltiple, 
aparentáis decir cosas diferentes, cuando en el fondo son 
las mismas, y con eso creéis alucinarnos. 

“Zenón. — Muy bien, Sócrates, pero aún no has comprendi- 
do mi libro en toda su verdad. Semejante a los perros de La- 
conia, sigues perfectamente la pista de mi discurso. Sin em- 
bargo, se te ha escapado un punto principal, y es que mi 
libro no tiene tan altas pretensiones; y que escribiendo lo 
que tú supones que he tenido en mi espíritu, no ha sido 
mi intención el ocultarlo a las miradas de +4 hombres, como 
si realizase una gran empresa. Pero hay otro punto que has 
visto con toda claridad. Es perfectamente verdadero que 
este escrito ha sido compuesto para apoyar a Parménides 
contra los que intentaban ponerlo en ridículo, diciendo que 
si todo es uno, resultan de aquí mil consecuencias absurdas 
Y contradictorias. Mi libro es una réplica a la acusación de 
los partidarios de la pluralidad. Les devuelvo sus argu- 
mentos, y en mayor número; como que el objeto de mi libro 
es demostrar que la hipótesis de la pluralidad es mucho más 
ridícula que la de la unidad, para quien ve con claridad las 
cosas.” 
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Los cuatro argumentos de Zenón contra el movimiento' 
se propusieron exhibir las contradicciones que resultan de 
suponer que existe algo llamado cambio, y así defender la 
doctrina d Parménides de que la realidad es inmutable *, 
Infortunadamente, sólo sabemos sus argumentos a través 
de Aristóteles % que los planteó para refutarlos. Los filóso- 
fos actuales cuyas doctrinas han sido planteadas r sus 
oponentes, se darán cuenta de que una presentación justa 
o adecuada de la posición de Zenón, difícilmente se puede 
esperar de Arisibicles pero, por medio de una cuidadosa in- 
terpretación, parece posible reconstruir los llamados “sofis- 
mas” que han sido “refutados” por todo novato desde aque- 
llos días hasta hoy. 

Los argumentos de Zenón parecen ser ad hominem; es 
decir, parecen suponer premisas aceptadas por sus oponen- 
tes, y demostrar que, aceptando estas premisas, es posible 
deducir consecuencias que sus 0) tes deben negar. Para 
decidir si son argumentos válidos o “sofismas”, es necesa- 
rio conjeturar la premisa tácita, y decidir quién era el homo 
al que estaban dedicados. Algunos afirman que eran dirigi- 
dos a los pitagóricos *, mientras otros han sostenido que es- 
taban destinados a refutar a los atomistas 37, M. Evellin, por 
el contrario, sostiene que ellos constituyen una refutación * 
de la divisibilidad infinita *, mientras N. G. Noél, bajo la 
influencia de Hegel, afirma que el primero de los q 
mentos refuta la divisibilidad infinita, mientras que los 
siguientes refutan los indivisibles 9. Entre tal aturdidora va- 
riedad de interpretaciones, por lo menos no podemos que- 
jarnos de ninguna restricción de nuestra libertad de elección. 

Los problemas históricos suscitados por las exposiciones 
arriba mencionadas son, a no dudar, en gran manera insolu- 
bles, debido al escasísimo material a partir del que se deriva 
nuestra evidencia. Los puntos que parecen totalmente claros 
son los siguientes: 1) Que, pese a los señores Milhaud y 
Paul Tannery, Zenón se empeña en demostrar que el movi- 
miento es realmente imposible, y que desea probar esto por- 
que sigue a Parménides al negar la Po 1, 2) que 
los argumentos tercero y cuarto proceden de la hipótesis de 
los indivisibles, una hipótesis que, sea que hubiera sido 
adoptada por los pitagóricos o no, ciertamente fue muy de- 
fendida, como puede verse en el tratado Sobre las líneas in- 
divisibles, atribuido a Aristóteles. Con respecto a los dos pri- 
meros argumentos, parecerían ser válidos de acuerdo con la 
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hipótesis de los indivisibles, y también, sin esta hipótesis, 
parecerían válidos si las contradicciones tradicionales en los 
números infinitos fueran insolubles, lo que no ocurre. 

Podemos concluir, por lo tanto, que la polémica de Zenón 
se dirige contra la opinión de que el espacio y el tiempo es 
tán formados de puntos e instantes; y que comparada con 
la opinión de que una extensión finita de espacio de tiempo 
consta de un número finito de puntos e instantes, sus argu- 
mentos no son sofismas, sino que son perfectamente válidos. 

La conclusión que Zenón nos quiere poner de manifiesto, 
es que la pluralidad es un engaño, y que el espacio y el tiem- 
po son realmente indivisibles. La otra conclusión que es po- 
sible, a saber, que el número de puntos e instantes es infini- 
to, no era defendible en tanto que el infinito estuviera in- 
fectado de contradicciones. En un fragmento que no es 
uno de los cuatro famosos argumentos contra el movimien- 
to, Zenón dice: 

“Si las cosas son una pluralidad, deben ser exactamente 
tantas como son, ni más ni menos. Ahora bien, si son tantas 
como son, serán finitas en número. 

“Si las cosas son una pluralidad, serán infinitas en núme- 
ro; porque siempre habrá otras cosas entre ellas, y nueva- 
mente otras cosas entre éstas. Y, por lo tanto, las cosas son 
infinitas en número.” * 

Este argumento intenta probar que, si hay muchas cosas, 
el número de ellas debe ser al mismo tiempo finito, lo 
que es imposible; en consecuencia debemos concluir que 
hay sólo una cosa. Pero el punto débil en el argumento 
es la frase: “Si ellas son exactamente tantas como son, 
serán finites en número.” Esta frase no es muy clara, 
pero es evidente que supone la imposibilidad de infinitos 
números definidos. Sin esta suposición, que ahora se sabe 
que es falsa, los argumentos de Zenón, aunque bastan (so- 
bre ciertas suposiciones muy razonables) para disipar la hi- 
pótesis de los indivisibles finitos, no bastan para probar que 
el movimiento, el cambio y la pluralidad son imposibles. 
Sin embargo, no son, desde ningún punto de vista, mera: 
pro tontas: son argumentos serios, que suscitaron difi- 
cultades que ha tomado dos mil años responder, y que aún 
ahora son fatales para las enseñanzas de la mayoría de los 
filósofos. 

El primero de los argumentos de Zenón es el argumento 
de la carrera, que es parafraseado por Burnet como sigue *”: 
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“Tú no puedes llegar al final de una carrera. No puedes 
recorrer un número infínito de puntos en un tiempo finito. 
Debes recorrer la mitad de cualquier distancia dada antes de 
recorrer el total, y la mitad de esa, nuevamente antes de 
poder recorrerla. Esto se continúa ad infinitum, de modo 

ue hay infinito número de puntos en cualquier espacio 
dado, y no uedes tocar infinito número uno por uno en 
un tiempo finito.” *3 

Zenón recurre aquí, en primer lugar, al hecho de que cual- 
quier distancia, pe poe: ser dividida. A 
partir de esto se desp , Claro está, que debe haber un 
número infinito de puntos en una línea. Pero Aristóteles 
lo representa como alegando que no se puede alcanzar un 
número infinito de puntos uno por uno en un tiempo finito. 
Las palabras “uno por uno” son importantes. 1) Si todos los 
puntos alcanzados son interesados, entonces, aunque se pa- 
se a través de ellos continuamente, no se los toca “uno por 
uno”. Es decir, después de alcanzar uno, no hay otro que 
se alcance inmediatamente después: no hay dos puntos que 
estén próximos uno al otro, sino que entre dos cualesquiera 
hay siempre un número infinito de otros puntos, que no pue- 
den ser enumerados uno por uno. 2) Si, por otro lado, sólo 
los puntos medios sucesivos obtenidos por dividir ig 
lo que queda del recorrido son interesados, entonces los 
puntos son alcanzados uno por uno, y, aunque son infini- 
tos en número, son en realidad todos Ea en un tiem- 
po finito. Se puede suponer que su argumento en contrario 
recurre al modo de ver de que un tiempo finito debe con- 
sistir en un número finito de instantes, en cuyo caso lo que 
dice sería perfectamente exacto sobre la suposición de que 
la posibilidad de la dicotomía continuada es innegable. 
Si, por otra parte, suponemos que el argumento está diri- 

ido contra des partidarios de de divisibilidad infinita, de- 

mos suponer que procede como sigue*!. “Los puntos 
dados por sucesivas divisiones de las distancias todavía por 
recorrer son infinitos en número, y son alcanzados en suce- 
sión, siendo cada uno alcanzado un tiempo finito más tar- 
de que su predecesor, pero la suma de un número infinito 
de tiempos finitos debe ser finita, y pas lo tanto el proceso 
nunca se completará.” Es muy posible que ésta sea, histó- 
ricamente, la interpretación correcta, en esta forma 
el argumento es nulo. Si la mitad del recorrido toma medio 
minuto, y el próximo cuarto toma un cuarto de minuto, y 
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así sucesivamente, el recorrido íntegro tomará un minuto. 
La aparente fuerza del argumento, bajo esta interpreta- 
ción, está únicamente en la suposición errónea de que no 
puede haber nada entre medio de la totalidad de una serie 
infinita, lo que puede verse que es falso observando que 1 
está más allá de la totalidad de la serie infinita, 1/a, %/4, 
Ya, AT .no 

El segundo de los argumentos de Zenón es el que trata 
de Aquiles y la tortuga, que ha alcanzado más notoriedad 
que los otros. Es parafraseado por Burnet como sigue **: 

“Aquiles nunca alcanzará a la tortuga. Primero Ale al- 
canzar el lugar del que la tortuga partió. En ese momento, 
la tortuga habrá avanzado algo. Aquiles debe entonces com- 
per esto, y nuevamente la tortuga estará más adelante. 

l siempre se está acercando, pero nunca se equipara a 
ella.” +6 

Este argumento es esencialmente el mismo que el expues- 
to previamente, Muestra que, si Aquiles alguna vez alcan- 
za a la tortuga, debe ser después de que ha transcurrido un 
infinito número de instantes desde que partió. En realidad, 
esto es exacto; pero la opinión de que un infinito número 
de instantes constituyen un tiempo infinitamente largo no 
es exacta y, por lo tanto, no se desprende la conclusión de 
que Aquiles nunca alcanzará a la tortuga. 

El tercer argumento *”, el de la flecha, es muy interesan- 
te. El texto ha sido puesto en duda. Burnet acepta las alte- 
raciones de Zeller, y lo parafrasea así: 

“La flecha en vuelo está en reposo. Porque, si todo está 
en reposo cuando ella ocupa un espacio igual a sí misma, 
y lo que está en vuelo en cada momento dado siempre ocupa 
un espacio igual a sí mismo, no puede moverse.” 

Pero, de acuerdo con Prantl, la traducción literal del tex- 
to, sin enmiendas del enunciado del argumento hecho por 
Aristóteles, es como sigue: “Si todo, cuando está compor- 
tándose de una manera uniforme, está continuamente o 
moviéndose o en reposo, pero lo que se está moviendo está 
siempre en el ahora, entonces la flecha en movimiento está 
inmóvil.” Esta forma del argumento revela su fuerza más 
claramente que la paráfrasis de Burnet. 

Aquí, si no en los dos primeros argumentos, parece estar 
supuesta la opinión de que una parte finita de tiempo está 
formada por una serie finita de instantes sucesivos; sea como 
fuere, la plausibilidad del argumento parece depender de 
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la suposición de que hay instantes consecutivos. Durante 
un instante, se dice, un cuerpo en movimiento está donde 
está: no puede moverse durante el instante, porque eso re- 
queriría que el instante tuviera partes. Por lo tanto, supon- 
gamos que consideramos un período compuesto de mil ins- 
tantes, y supongamos que la flecha está en vuelo durante 
este período. En cada uno de los mil instantes, la flecha 
está donde está, aunque en el próximo instante está en al- 
gún otro lugar. No está nunca en movimiento, pero, de al- 
gún modo milagroso, el cambio de posición tiene que ocu- 
mir entre los instantes, es decir, no en cualquier tiempo 
que sea. Esto es lo que Bergson llama la representación cine- 
matográfica de la realidad. Cuanto más se medita la difi- 
cultad, más real se vuelve. La solución se encuentra en la 
teoría de las series continuas: encontramos difícil evitar la 
suposición de que, cuando la flecha está en vuelo, hay una 
próxima posición ocupada en un momento próximo; pero, 
en realidad, no hay próxima posición ni próximo momento, 
e, inmediatamente que la imaginación tiene esto en cuenta, 
se ve que la dificultad pS 

El cuarto y último de los argumentos de Zenón es* 
el argumento del estadio. 

El argumento, tal como está planteado por Burnet, es co- 
mo sigue: 


Primera Posición Segunda Posición 


Ar A 
B.... B.... 
O o Quo 


“La mitad de un tiempo puede ser igual al duplo de ese 
tiempo. Supongamos tres filas de cuerpos, una de las cua- 
les (A) está en reposo, mientras las otras dos (B,C) se es- 
tán moviendo con igual velocidad en direcciones opuestas. 
Mientras están todas en la misma parte del recorrido, B ha- 
brá pasado dos veces más a los cuerpos de C como de A. 
Por lo tanto el tiempo que toma en pasar C es dos veces más 
largo que el tiempo que toma en pasar A. Pero el tiempo 
que, B y C toman para alcanzar la posición de A es el mis 
mo. Por lo tanto el doble de un tiempo es igual a la mitad.” 

Gaye ** consagró un interesante artículo a la interpre- 


143 


tación de este argumento, Su traducción del planteo de Aris- 
tóteles es como sigue: ; 

“El cuarto argumento es el relativo a dos filas de cuerpos, 
cada fila está compuesta de un número igual de cuerpos 
de igual tamaño, pasándose mutuamente en una carrera 
mientras avanzan con igual velocidad en opuestas direccio- 
nes, la fila que ocupaba originalmente el espacio entre la 
meta y el punto medio del recorrido, y la otra que ocupaba 
el espacio entre el punto medio y el punto de partida. Es- 
to, piensa, incluye la conclusión de que la mitad de un 
tiempo dado es igual al doble. La falacia del razonamiento 
está en la suposición, que es falsa, de que un cuerpo ocupa 
un tiempo igual al pasar con igual velocidad un cuerpo que 
está en movimiento y un cuerpo de igual tamaño que está 
en reposo. Por ejemplo Casí reza el argumento), sean AA... 
los cuerpos fijos de igual tamaño, BB... los cuerpos, igual en 
número y en tamaño a AÁ..., que originalmente ocu- 
pan la mitad del recorrido desde el punto de partida al 
medio de los A, y CC... aquellos que ocupan originalmente 
la otra mitad desde la meta al medio de los A, igual en nú- 
mero tamaño y velocidad, a BB... Entonces se siguen tres 
consecuencias. Primero, en el momento en que los de la fila 
B y los de la C se pasan unos a otros, el primer B alcanza 
el último C en el mismo momento en el que el primer C al- 
canza el último B. En segundo lugar, en este momento el 
primer C ha pasado a todos los de la fila A, mientras que el 
primer B ha pasado sólo la mitad de los de la A y consecuen- 
temente ha ocupado sólo la mitad del tiempo ocupado por 
el primer C, puesto que cada uno de los dos ocupa un tiem- 
po igual en pasar cada A. En tercer lugar, en el mismo mo- 
mento todos los de la fila B han pasado a todos los de la C: 
porque el primer C y el primer B alcanzarán simultáneamen- 
te los finales opuestos de recorrido, puesto que (así dice Ze- 
nón) el tiempo ocupado por el primer C en pasar cada uno 
de los de la B es igual al peo por él en pasar cada uno 
de los de la A, porque un tiempo igual es ocupado por el 
primer B y el primer C en pasar a todos los de la A. Este 
A el argumento: pero presupone la suposición falaz antedi- 
cha.” 

Este argumento no es muy fácil de seguir, y es sólo vá- 
lido en comparación con la suposición de que un tiem 
finito está formado de un número finito de instantes. Po- 
demos replantearlo con diferente lenguaje. Supongamos tres 
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sargentos instructores, A, A' y A”, parados en fila, mientras 
dos filas de soldados en marcha los pasan en direcciones 
opuestas. En el primer momento consideramos: los tres hom- 


Primera Posición Segunda Posición 
BBB" BOB! B” 
. . . . . . 
A A A” A £ A” 
coc ccc 


bres B, B' y B” en una fila, y los tres hombres C, C y C” en 
otra fila, están respectivamente opuestos a A y A”. En el 
momento inmediatamente siguiente, cada fila ha avanzado, 
y ahora B y C” están opuestos a A”. Así B y C” están opues- 
tos uno al otro. Entonces, ¿cuándo B pasó a C'? Debe haber 
sido en algún momento entre los dos momentos que supo- 
nemos consecutivos, y, pa lo tanto, los dos momentos no 
pueden haber sido realmente consecutivos. Se sigue que 
debe haber otros momentos entre dos momentos dados cua- 
lesquiera, y por lo tanto que debe haber un infinito núme- 
ro de momentos en cualquier intervalo dado de tiempo. 

La dificultad anterior, de que B debe haber pasado a 
C' en algún tiempo entre dos momentos consecutivos, es 
una dificultad genuina, pero no es precisamente la difi- 
cultad suscitada por Zenón. Lo que Zenón pretendía probar 
es que “la mitad de un tiempo dado es igual al doble de 
ese tiempo”. La explicación más inteligible del argumento 
que conozco es la de Gaye”. Sin embargo, puesto que su 
explicación no es fácil de exponer brevemente, replantearé 
lo que me parece ser la esencia lógica del argumento de Ze- 
nón. Si suponemos que el tiempo está formado por una serie 
de instantes consecutivos, y que el movimiento consiste en 
pasar a través de una serie de puntos consecutivos, entonces 
el movimiento más rápido posible es el que, en cada instan- 
te, está en un punto consecutivo al que estaba en el ins 
tante previo. uier movimiento más lento debe ser uno 

intervalos de reposo mezclados, y cualquier mo- 
vimiento más rápido debe omitir enteramente algunos pun- 
tos. Todo esto es evidente partiendo del hecho de que no 
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tener más que un acontecimiento para cada ins 
tante. Pero ahora, en el caso de nuestras filas de A, de B 
de C, B se opone a un A reciente a cada instante, y, por 
“lo tanto, el número de los A pasados da el número de instan- 
tes desde el comienzo del movimiento. Pero durante el mo- 
vimiento B ha pasado dos veces más de los de C, y, sin 
embargo, no puede haber pasado más que uno a cada ins- 
tante. De aquí que el número de instantes desde que el 
movimiento comenzó es dos veces el número de los A pasa- 
dos, aunque previamente hallamos que era igual a este 
número. La conclusión de Zenón se desprende de este re- 
sultado. 

Los argumentos de Zenón, en alguna forma, han sumi- 
nistrado los fundamentos para casi todas las teorías del es- 
pacio, del tiempo y del infinito construidas desde sus días 
hasta los nuestros: Hemos visto que todos su argumentos 
son válidos (con ciertas hipótesis razonables) si se supone 
que los espacios y los tiempos finitos constan de un nú- 
mero fínito de puntos y de instantes, y que el tercero y 
el cuarto, en realidad, procedieron casi con certeza de esta 
suposición, mientras que el primero y el segundo, -que 
fueron quizá destinados a refutar la suposición contraria, 
en este caso han sido falaces. Por lo tanto podemos librarnos 
de sus paradojas sosteniendo que aunque el espacio y el tiem- 
po están compuestos de puntos y de instantes, el número 
de ellos en cualquier intervalo finito es infinito; o bien ne- 
gando por la que el espacio y el tiempo estén com- 
puestos de puntos e instantes; o, por último, negando del to- 
do la realidad del espacio y del tiempo. Parecería que el mis- 
mo Zenón, como defensor de Parmérides, extrajo la últi- 
ma de estas tres deducciones posibles, con respecto al tiem- 
po. Gran número de filósofos lo han seguidu en esto. Mu- 
chos otros, como Bergson, han preferido negar que el espa- 
cio y el tiempo están compuestos de puntos e instantes. Cual- 
quiera de estas soluciones encontrará las dificultades en la 
forma en la que Zenón las suscitó. Pero, como vimos, las di- 
ficultades también pueden encontrarse si se admiten los nú- 
meros infinitos. Y, en terrenos independientes del espacio 
y el tiempo, los números infinitos y las series en las que no 

aya dos términos consecutivos, deben, en todo caso, ser 
admitidos. Consideremos, por ejemplo, todas las fracciones 
menores a 1, colocadas en orden de magnitudes. Entre dos 
cualesquiera de ellas, hay otras, por ejemplo, el punto medio 
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aritmético de dos. De este modo, no hay fracciones con- 
secutivas, y el número total de ellas es infinito. Se hallará 
que mucho de lo que Zenón dice con respecto a la serie de 
puntos sobre una línea puede ser igualmente bien aplicado 
a la serie de fracciones. Y no podemos negar que hay frac- 
ciones, de tal modo que dos E los medios anteriores para 
librarnos están cerrados para nosotros. Se sigue que, si hemos 
de resolver todas las dificultades que se + de las de 
Zenón por analogía, debemos descubrir alguna teoría de- 
fendible de los números infinitos. Entonces, ¿cuáles son las 
dificultades que, hasta los últimos treinta años, llevaban a 
los filósofos a la creencia de que los números infinitos son 
imposibles? 

Las dificultades del infínito son ae dos clases, de las que 
la primera puede ser llamada falsa, mientras la otra incluye, 
para su solución, una cierta cantidad de pensamientos nue- 
vos y no del todo fáciles. Las dificultades falsas, son las su- 

eridas por la etimología, y las sugeridas por la confusión 
EN infinito matemático con lo que los filósofos, imperti- 
nentemente, llaman cl “verdadero” infinito. Etimológica- 
mente, “infinito” significaría “que no tiene fin”. Pero, en 
la realidad, algunas series infinitas tienen fin, algunas no 
lo tienen; mientras que algunos conjuntos son infinitos sin 
ser seriales, y pueden, por lo tanto, no ser considerados pro- 
piamente ni sin fin ni con fin. La serie de instantes a 
de alguno anterior hasta alguno posterior (incluidos am- 
bos) es infinita, pero tiene dos puntos finales; la serie de ins 
tantes desde el comienzo del tiempo al momento presente 
tiene fin, pero es infinita. Kant, en su primera antinomia, 
parece sostener que es más difícil para el pasado ser infinito 
que para el futuro, sobre la base de que el pasado es ahora 
completo, y que nada infinito puede ser completo. Es muy 
dificil ver cómo pudo imaginar que esta observación tenía 
algún sentido; pero parece lo más probable que pensaba en 
el infinito como lo “no-terminado”. Es extraño que no viera 
que el futuro también tiene un fin en el presente, precisa- 
mente cn un mismo nivel con el pasado. Su consideración 
de ambos como diferentes a este respecto ilustra exactamen- 
te esta clase de esclavitud con respecto al tiempo que, co- 
mo convinimos al hablar de Parménides, el verdadero fi- 
lósofo debe aprender a dejar detrás de sí. 

Las confusiones introducidas en las nociones de los fi- 
lósofos por el llamado “verdadero” infinito son curiosas. 
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Aunque ven que esta noción no es la misma que el infi 
nito matemático, quieren creer que es la noción que los 
matemáticos tratan vanamente de alcanzar. Por lo tanto, co- 
munican a los matemáticos, bondadosa pero firmemente, que 
están equivocados al adherirse al “falso” infinito, puesto 
que evidentemente el “verdadero” infinito es una noción 
totalmente inaplicable al problema del infinito matemático, 
con el que tiene sólo una analogía caprichosa y verbal. Tan 
remota es, que no me propongo confundir el tema de discu- 
sión ni siquiera mencionando lo que es el “verdadero” infi- 
nito. Es el “falso” infinito el que nos interesa ahora, y hemos 
de mostrar que el epíteto “falso” es inmerecido. 

Hay, sin embargo, ciertas verdaderas dificultades en 
comprender el infinito, ciertos hábitos de mente derivados 
de la consideración de los números finitos, y fácilmente 
proyectados a los números infinitos bajo la noción errónea 
de que representan necesidades lógicas. Por ejemplo, cada 
número al que estamos habituados, excepto 0, tiene otro 
número inmediatamente anterior, del que resulta agregándo- 
le 1; pero el primer número infinito no tiene esta propie- 
dad. Los números anteriores a él forman una serie infinita, 
que contiene todos los números finitos ordinarios, no te 
niendo máximo, ni último número finito, después del que 
un pequeño paso nos sumergiría en el infinito. Si se su- 
pone que el primer número infinito se alcanza por una su- 
cesión de pequeños pasos, es fácil mostrar que esto es con- 
tradictorio consigo mismo. El primer número infinito es- 
tá, en realidad, más allá de la serie total sin fin de números 


fínitos. “Pero”, se podrá decir, “no puede haber nada más - 


allá de la totalidad de una serie entera sin fin.” Esto, e- 
mos señalar, es el verdadero principio sobre el que Zenón 
confía en sus argumentos de la carrera y de Aquiles. “Tome- 
mos la carrera: existe el momento en que el corredor toda- 
vía tiene la mitad de su distancia para recorrer, luego el mo- 
mento en que tiene un cuarto, luego cuando todavía tiene 
un octavo, y así sucesivamente en una serie estrictamente 
sin fin. Más allá de la totalidad de esta serie está el momen- 
to en que alcanza la meta. De este modo puede haber, 
ciertamente, algo más allá de la totalidad de la serie sin fin. 
Pero falta mostrar que es sólo este hecho lo que podría ha- 
berse esperado. 

La dificultad, como la mayoría de las más inciertas difi- 
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cultades que rodean al infinito matemático, es derivada, creo, 

¿de la operación más o menos inconsciente de la idea de 
contar, Si ustedes emprenden la tarea de contar los elemen- 
tos de un conjunto infinito, nunca completarán la labor. 
De este modo, en el caso del corredor, si la mitad, los tres 
cuartos, los siete octavos, y así sucesivamente, del recorrido 
-estuvieran señalados, y al corredor no se le permitiera pasar 
ninguna de las marcas hasta que el árbitro dijera: “Ahora”, 
entonces la conclusión de Zenón sería verdadera en la prác- 
tica, y nunca alcanzaría la meta. 

Pero no es esencial para la existencia de un conjunto, u 
siquiera para el conocimiento y el razonamiento concernien- 
tes a él, que seamos capaces de pasar revista a sus elementos 
uno por uno. Puede verse esto en el caso de conjuntos fini- 
tos; podemos hablar de “humanidad” o “raza humana”, 
aunque no conocemos personalmente a muchos de los indi- 
viduos en este conjunto. Podemos hacer esto porque sabe- 
mos de varias características que cada individuo tiene si per- 
tenece al conjunto, y no tiene si no pertenece. Y exactamen- 
te lo mismo sucede en el caso de conjuntos infinitos: pue- 
den ser conocidos por sus características aunque sus elemen- 
tos no puedan ser enumerados. En este sentido, una serie 
sin fin puede formar, no obstante, una totalidad, y puede ha- 
ber nuevos elementos más allá de la totalidad de cha. 

Algunas peculiaridades puramente aritméticas de núme 
ros infinitos han causado también perplejidad. Por ejemplo, 
un número infinito no aumenta al agregarle uno, o al du- 
plicarlo. A muchos les ha parecido que tales peculiaridades 
cantradicen la lógica, pero en realidad sólo contradicen há- 
bitos mentales inveterados. La total dificultad del tema es- 
tá en la necesidad de pensar de un modo que no nos es fa- 
miliar, y en darse cuenta de que muchas propiedades que 
pensamos inherentes al número, son en realidad peculiares 
a los números finitos. Si se recuerda esto, no se hallará tan 
difícil la teoría positiva del infinito, que ocupará la próxi- 
ma conferencia, como lo es para los que se adhieren obstina- 
damente a los prejuicios inculcados por la aritmética apren- 
dida en la niñez. 
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